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采用独立双应力函数分析纯弯曲复合材料厚壁管
张灿辉*, 张建霖, 柯淼宏

(厦门大学建筑与土木工程学院， 福建 厦门 361005)
摘要：在纯弯曲复合材料组合管的统一参数法分析中，采用独立双应力函数求解0°和90°特殊缠绕层以及各向同性层，从而代替统一参数当普通层趋向于特殊缠绕层的极限分析，避免了弹性系数关于缠绕角的复杂导数，特别有利于不存在缠绕角而难以计算导数的各向同性材料层，推广了统一参数法的应用范围，是统一参数法的一个重要改进。数值算例中采用本文改进的统一参数法分析了不同复合材料组合管，结果与有限元精细模拟吻合较好，说明本文方法的有效性。
关键词：复合材料管；纯弯曲载荷；统一参数法；独立双应力函数法
中图分类号：O 39    文献标志码：A
早期复合材料的应用主要局限于薄壁非承力构件如夹层结构的表皮（壁厚3 mm左右），目前已逐步应用于承力构件且已从次承力构件转向主承力构件例如一些大型飞机的复合材料厚壁结构（壁厚50mm左右）[1]。复合材料厚壁管是一种典型的主承力构件，在航空、航天器结构中有着广泛的应用[2]，同时在民用方面也十分普遍如跳高运动员撑竿[3]和自行车支架[4]等。作为主承力构件复合材料厚壁管在设计中更需要准确计算，但由于截面厚且曲率大，经典层合板壳理论[5]及其他近似方法[6]和实验研究[7]

 REF _Ref485727155 \r \h 
 \* MERGEFORMAT [8]难以满足精度要求，而实际工程中由于层数众多且单层极薄，在有限元等数值模拟中也难以在厚度方向上进行精细建模[9]，因此，需要采用弹性理论精确求解，而大曲率导致的材料高度各向异性以及较为复杂的弯曲载荷工况又具有很大的挑战[10]

 REF _Ref485727978 \r \h 
 \* MERGEFORMAT [11]，但也充满机遇，因此，对此进一步研究具有重要的经济价值和深远的社会意义。
复合材料结构的三维弹性力学理论求解主要包括Lekhnitskii[12]的柔度法和Stroh[13]的刚度法，Ting[14]作了较为详细的总结，Tarn等[15]、Jolicoeur及Cardou[16]和Zhang及Hoa等[17][18]进一步发展了Lekhnitskii[12]的双应力函数柔度法。对全由0°和90°特殊缠绕层以及各向同性材料层组合的特殊复合材料管，由于不存在面外应力而只需要单个应力函数求解[12][19]

 REF _Ref385797739 \r \h 
 \* MERGEFORMAT [20]。但当有其他普通缠绕层与之相邻时，即便是特殊缠绕层和各向同性层也需要采用双应力函数进行求解[21]。对复合材料管的普通缠绕层可以采用统一联系参数法[17]求解双应力函数，但当普通缠绕层趋向于0°或90°特殊缠绕层时需要分析统一参数的极限，由于与具体复合材料的弹性系数导数有关而十分复杂，特别是对于各向同性材料层由于不存在缠绕角度而难以进行导数计算。
本文采用独立双应力函数法直接求解特殊层，代替了统一参数中当普通层趋向于特殊缠绕层的极限分析，避免了复杂的弹性系数求导，特别有利于与缠绕角无关而难以求导的各向同性材料层。
1 双应力函数及其传统方法
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图1 纯弯曲载荷作用下的复合材料管

Fig 1 composite tube subjected to pure bending loading

复合材料管是由多层纤维以不同角度缠绕而成的高度各向异性的复杂结构，纯弯曲载荷
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和
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作用下的复合材料管如图1所示，其中，
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层的内外半径及其纤维缠绕角。柱坐标系下复合材料管内各层均具有以下形式的本构关系[12]


[image: image9.wmf]11121314

12222324

13233334

14243444

5556

5666

00

00

00

00

0000

0000

rr

zz

zz

rzrz

rr

CCCC

CCCC

CCCC

CCCC

CC

CC

qq

qq

qq

es

es

es

gt

gt

gt

ìüéùìü

ïïêúïï

ïïêúïï

ïïêúïï

ïïïï

=

êú

íýíý

êú

ïïïï

êú

ïïïï

êú

ïïïï

êú

ïïïï

îþëûîþ


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1)

式中，
[image: image10.wmf]ij
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为圆柱坐标系下的弹性系数。复合材料管中的主要应力分量为沿着轴线的弯曲应力分量
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，主要受复合材料管整体弯曲变形影响，而次要应力分量面内应力分量包括平行于横截面的面内应力分量
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和
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以及垂直于横截面的面外应力分量
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和
[image: image16.wmf]z

r

t

，仅与横截面的局部变形包括形状改变和翘曲有关（应力单元如图1所示）。Lekhnitskii提出如下缩减弹性系数[12]
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2)

当缠绕角为
[image: image18.wmf]0
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或
[image: image19.wmf]90

°

时材料主坐标系与圆柱坐标系重合，为圆柱型正交各向异性材料。在实际工程应用中，复合材料管可以根据需要采用数量不同的纤维材料和铺层角，从而形成性能各异的复合材料管，由于
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特殊缠绕角有利于复合材料管整体稳定，因而在工程中应用广泛。当0°或90°特殊缠绕时
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把式(2)

中可得该特殊层的缩减弹性系数如下：
(3)

带入
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4)

Lekhnitskii[12]首先提出了包含两个应力函数的柔度法，其中，对于复合材料管纯弯曲问题，将面内应力分量表示成应力函数
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的如下形式


[image: image24.wmf]222

222

11

, , 

rr

FFFF

rrrrrr

qq

sst

qq

¶¶¶¶

æö

=+==-

ç÷

¶¶¶¶¶

èø


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5)

同时，将面外应力分量表示成应力函数
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的如下形式
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6)

复合材料管纯弯曲的三维弹性力学问题是一个广义平面应变问题，其弯曲应力可以表示成如下形式[12]
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由[image: image28.wmf]x

k

(7)

可见，弯曲应力与曲率 GOTOBUTTON ZEqnNum607863  \* MERGEFORMAT 和
[image: image29.wmf]y

k

以及面内应力(6)

有关，但体现整体弯曲变形的轴线曲率是主要的而与横截面形状改变和翘曲的局部变形有关的面内应力和面外应力是次要的。在纯弯曲复合材料管分析中可以进一步采用变量分离方法将双应力函数假设为如下形式
(5)

和面外应力
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将式[12](8)

带入相容方程 GOTOBUTTON ZEqnNum681255  \* MERGEFORMAT 可得到以下两个常微分方程
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9)

对复合材料组合管纯弯曲的求解可以将联立的相容方程组[12](9)

转化为更加高阶的微分方程 GOTOBUTTON ZEqnNum928977  \* MERGEFORMAT ，但在柱坐标系下比较困难，为此，Jolicoeur和Cardou[16]通过引进双应力函数之间的联系参数建立起它们之间的桥梁，但存在无穷大参数，Zhang和Hoa[17][18]对联系参数法[16]进行了初步改进从而提出了统一联系参数法
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式中
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m

和
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为与
(9)

两个与特解有关的参数， GOTOBUTTON ZEqnNum928977  \* MERGEFORMAT 为与[image: image36.wmf]1
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(2)

中缩减弹性系数有关的特征参数， GOTOBUTTON ZEqnNum253858  \* MERGEFORMAT 与
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为特征参数
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所对应的统一联系参数。 
Lekhnitskii[12]在求解复合材料管纯弯曲问题时只考虑90°特殊缠绕单层的情况，由于没有面外剪切应力事实上属于单应力函数问题。Zhang和Hoa[20]考虑了全部由特殊缠绕层组合的情况如[0/90]，但也属于单应力函数问题。Xia[19]分析了夹层复合材料管纯弯曲问题，由于把交叉缠绕面层等价为90°缠绕层，所以求解的是一个包含等价的90°特殊缠绕层和各向同性芯层的夹层组合管，也没有面外剪切应力从而只需要单应力函数即可。然而，并非所有特殊缠绕层和各向同性层都不存在面外切向应力而仅需要单应力函数，事实上当有其他缠绕层与之相邻时，不仅有面内应力而且有面外应力，所以，即便是特殊缠绕层和各向同性层，也需要引进双应力函数并采用统一参数法进行求解。但是，在统一参数法中当普通缠绕层趋向于特殊缠绕层时[image: image41.wmf]*
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中的联系参数 GOTOBUTTON ZEqnNum622556  \* MERGEFORMAT 与
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为0/0不定型，可以利用洛必塔法则通过材料参数关于缠绕角的导数求解它们的极限，但比较复杂；特别是对于与普通缠绕层相邻的各向同性层，由于仍然存在面外剪切应力而必须采用双应力函数求解，而该各向同性层又不存在任何缠绕角度，所以难以采用关于缠绕角导数来求解统一联系参数的极限。为此，需要进一步对统一联系参数法进行研究。
2独立假设双应力函数法

对于0°和90°特殊缠绕层以及各向同性材料，把(9)

可得
(4)

代入
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由
(11)

可见双应力函数 GOTOBUTTON ZEqnNum905276  \* MERGEFORMAT 和
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互相独立，所以，虽然与普通缠绕层比邻的特殊缠绕层特别是各向同性层由于仍然存在面外剪切应力而必须采用双应力函数求解，但可以独立求解这两个应力函数而不需引进它们之间的任何联系参数。假设
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代入(11)

所对应齐次微分方程可得两个独立特征方程
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由(13)

求得零特征根之外的如下特征根
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容易验证微分方程(11)

第一式的特解可表示如下
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式中
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于是微分方程(11)

的通解为
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显然，在统一联系参数法中当特殊缠绕层特别是各向同性层时，直接在(10)

中令
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即可得到与(17)

就是统一联系参数法中当普通缠绕层趋向于特殊缠绕层的极限，可以代替在统一联系参数法中代替该极限，从而避免了与弹性系数复杂导数有关的极限分析过程，这对于与缠绕角无关从而难以求导的各向同性层尤其重要，推广了统一参数法的应用范围，是统一参数法的一个重要改进。(17)

完全等价的结果，换言之，
利用[16](1)

得到应变并进一步利用几何方程得到关于位移的微分方程，最后对位移微分方程进行积分可以求得位移表达式。在此基础上，采用完全类似于常规联系参数法(5)

求得应力分量，再利用所求应力分量由(17)

可以由 GOTOBUTTON ZEqnNum252922  \* MERGEFORMAT 或者统一联系参数法[17]

 REF _Ref480292441 \r \h  \* MERGEFORMAT 
[18]的求解步骤，可以由复合材料管表面自由边界条件和层间应力和位移连续性得到每个普通缠绕层的
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。最终，利用弯曲应力(7)

和杆端载荷条件求得复合材料管轴线的曲率如下
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其中，
[image: image61.wmf]()
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为复合材料管等效抗弯刚度，可以表示成每层等效抗弯刚度
[image: image62.wmf]()
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之和的形式如下
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式中对普通缠绕层的等效抗弯刚度表示如下[17][18]
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而对于特殊缠绕层的等效抗弯刚度表示如下
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特别对于复合材料组合管中的各向同性层，由于
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式中
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和
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分别是杨氏弹性模量和泊松比，把(2)

可得
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把(16)

可得
(14)

和(24)

代入
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因此，各向同性层等效抗弯刚度可表示如下
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式中
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由
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可见，由于通常 GOTOBUTTON ZEqnNum936640  \* MERGEFORMAT 所以
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即和材料力学中理论所得结果略有不同。
3 数值算例
考虑纯弯曲载荷作用下的八根简单复合材料组合管，左端固支而右端作用线性分布荷载所示，等效弯矩为
[image: image75.wmf]8kNm
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和
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y

M

=

。复合材料组合管的内部为钢管而外部缠绕复合材料，钢管的弹性模量和泊松比分别为
[image: image77.wmf]210GPa

E

=

和
[image: image78.wmf]0.25

n

=

，采用表1所示复合材料(Carbon/Epoxy)，长度为
[image: image79.wmf]600mm

，铺层顺序及其几何参数见图2，其中，复合材料组合管[Steel/90]只包含90°特殊缠绕层和各向同性材料层，而[Steel/25]和[Steel/±25]在特殊的各向同性材料层之外还包含有一般的25°缠绕层和±25°交叉缠绕层。采用本文改进的统一联系参数法进行计算，并与精细有限元数值模拟结果进行对比，其中精细有限元采用三维六面体单元，以复合材料组合管[Steel/90]为例，有限元模型如图3所示，包括单元个数24000，节点个数28633，本文的理论解析求解和有限元数值求解的应力结果对比如图4所示。
表1 复合材料（Carbon/Epoxy）的材料参数
Tab. 1  Composite material (Carbon/Epoxy) properties
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图2 复合材料组合管横截面几何参数
Fig 2 Geometrical dimension of cross section for composite tubes
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图3 复合材料组合管有限元模型
Fig 3 FEM model for composite tubes
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图4 复合材料组合管的典型应力规律

Fig 4  Typical stresses for composite tubes
通过复合材料组合管应力分量随半径的变化曲线可见，本文方法与精细有限元数值模拟结果吻合较好，验证了本文方法是准确和可靠的。从计算结果可见：复合材料组合管[Steel/90]由于不包含其他普通缠绕层面外剪切应力为零
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，而其他复合材料组合管由于同时包含了普通层，使得与之相邻的各向同性层（钢管）也存在面外剪切应力
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和
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。但复合材料组合管[Steel/±25]由于交叉缠绕层在一定程度上可以近似等价为90°特殊缠绕层，该钢管面外剪切应力虽不为零但比较小。
在上述算例中需要指出，因为特殊层外紧邻有普通缠绕层，所以必须采用双应力函数求解，以往的单应力函数法[12][19][20]难以求解；还需要指出，由于包含了各向同性材料层，因此，以往的统一参数法[17][18]也难以有效处理。另外还需要指出，本文虽然对层数较少且相对厚度较小的简单复合材料管采用有限元进行精细分析以验证本文理论方法的准确性和可靠性，但一般实际工程中的复合材料管由于层数众多且相对层厚极小所以很难在厚度方向上采用有限元进行精细建模，因此通常需要采用经典层合板理论或有限元分析中的层合单元进行近似；然而，一旦通过简单复合材料管验证了本文理论方法的准确性和可靠性，就可以采用这种理论方法去准确分析层数众多且相对层厚极小的实际工程复合材料管了，而这种实际复合材料管是有限元等数值方法难以精细模拟的。
4 结 论

本文采用独立双应力函数求解复合材料管中0°和90°特殊缠绕层以及各向同性层，由于可以代替统一参数的极限分析，避免了弹性系数关于缠绕角的复杂导数，特别有利于不存在缠绕角而难以计算导数的各向同性材料层，从而很好地改进了传统的统一参数法。
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Analysis of Composite Material Thick Walled Tubes Subjected to Pure Bending Loading Using Two Stress Functions Independent to Each Other

ZHANG Canhui*, ZHANG Jianlin, KE Miaohong

(School of Architecture and Civil Engineering, Xiamen University, Xiamen 361005, China)
Abstract: In the unified parameter method for the analysis of composite material tubes subjected to pure bending loading, two stress functions independent to each other are used to directly obtain the solution for the special winding layers of 0° and 90° as well as the isotropic material layers, instead of the unified parameter limits as the ordinary winding layers tending to such special layers. Thus the complicated derivatives of elastic coefficients with respect to the winding angle can be avoided. This is particularly beneficial for the isotropic material layers without any winding angle to calculate their derivatives. It is an important improvement of the unified parameter method due to the additional field of its application is provided. In the numerical examples, several composite material tubes are analyzed by the improved unified parameter method. The results are in good agreement with those by the fine finite element method, which shows the effectiveness of the proposed method.
Key words: composite material thick walled tube; pure bending loading; unified-parameter method; independent two stress function
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