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摘要: 随着嵌入式等实时系统技术的发展,越来越多的数字信号处理要求将开平方等运算用硬件实现. 本文介绍了一种

改进的不恢复余数的开平方算法,分析了它的一些优点, 用 VHDL 语言在 Xilinx 公司的 FPGA 器件上实现了该算法; 分

别设计了被开方数是 16 位和 8 位的电路, 并进行了比较.实验结果表明, 与其他算法比较, 改进的不恢复余数的开平方算

法具有输出延时小和占用资源少的优点, 同时随着被开方数的增加,最高频率下降幅度不大, 具有较好的实用价值.
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� � 目前常见的开平方算法主要有实函数近似法、

New ton�Raphson 算法和逐位循环算法. 实函数近似

法无法满足精度要求, 适用范围有限; N ew ton�Raph�
son算法迭代次数的多少仅由初始值与被开方数的误

差决定,与被开方数大小无关;逐位循环算法比 New�
to n�Raphson算法节省芯片资源, 它可以分为恢复余

数算法和不恢复余数算法[ 1] ,后者由于无须恢复部分

余数,没有反馈调整单元, 便于进行流水线设计,比前

者占用资源少, 输出时延小. 在硬件实现的时候,我们

关心的是算法能够具有更快的数据处理速度和需要更

少的芯片面积, 目前很多开平方算法往往很难满足上

述要求.随着半导体技术的飞速发展, FPGA 芯片的规

模越来越大,速度也越来越快,非常适合实现开平方运

算.本文介绍了一种改进的不恢复余数的开平方算法,

很适合用 FPGA器件实现,它使得含有较多开平方运

算的系统实现 SOC( System On Chip)成为可能.

1 � 改进的不恢复余数的开平方算法

我们知道, 不恢复余数算法有一个缺点是,有时某

一步的运算可能存在部分余数都变为零, 继续计算将

导致错误,故需要另外的辅助电路判别处理, 这样使得

电路设计变得比较复杂.

本文在设计电路时采用的是改进的不恢复余数算

法
[ 2]
,它在原有不恢复余数算法的基础上,保持了流水

线设计的特点, 每一步算得的根都是确定的, 不再需要

进行恢复;避免了例外情况的存在, 也不需要辅助电

路.该算法将上一步的部分余数经过适当变换作为被

加(减)数, 将前面得到的根经过适当的组合作为加

(减)数,然后它们之间进行补码运算就可以得出一个

新的部分余数. 平方根通过判断部分余数的正负得出.

为便于说明,假设 A = 0a1a2 �an 为被开方数, n代表

被开方数的位数, Q= q1q2 �qn 为计算出的平方根, R

( k)为第 k 步运算时初始的部分余数, D( k)为第 k 步

运算时的加(减)数. 具体步骤如下:

( 1) 初始化 R(0)= 0a1a2 , D(1)= 001, 则 R (1)=

R(0) - D(0) , q(1)取 R(1)的最高位.

(2) 去掉 R ( k)的最高位, 再从被开方数补入两

位,形成被减数,减数为 D( k )= q1q2 �qkq k1.

(3) 如果 q( k)= 1,被减数减去减数就得到 R ( k+

1) ,取 R ( k+ 1)的最高位,求反就得到 q( k+ 1) .

(4) 如果 q( k)= 0,被减数加上减数就得到 R ( k+

1) ,取 R ( k+ 1)的最高位,求反就得到 q( k+ 1) .

( 5) 重复( 2) ~ ( 4) ,直到求出所有平方根为止.

整个算法的流程图如图 1所示.

2 � 算法的设计和实现

本文分别设计了被开方数是 8位和 16位的电路,

现只以后者为例说明, data为 16位无符号的被开方数

输入,声明为 std_log ic_vecto r( 15 downto 0)的数据类

型,其中设前 8位为整数部分, 后 8 位为小数部分;

qout为 8位无符号的平方根输出, 声明为 std_log ic_

vector( 7 dow nto 0) , 其中设前 4 位为整数部分, 后 4

位为小数部分; en 为 1位的使能控制信号,声明为 std

_log ic类型, 低电平有效; done 表示使能计算时,得出

第 1个计算结果的信号, 声明为 std_logic类型.



� 图 1 � 改进的不恢复余数算法的流程图

� F ig . 1� Revised Non�r estor ing square r oot alg or ithm flow chart

该设计主要由若干个功能模块和若干个 D锁存

器组成 [ 2] .模块的功能大部分是相同的,只是处理的位

数不同而已,它们的功能是先根据给出的 q( k)判断这

一步是作加法还是作减法运算,然后再根据 D( k )等计

算出下一步的部分余数 R( k+ 1) , 并给出下一步的根

q( k+ 1) . D锁存器的功能主要是为了同步, 并使计算

结果在同一时刻出现,它们由同一个时钟控制.

整个电路的设计采用模块化的设计思想
[ 3]
, 采用

VHDL 语言描述. 由于电路比较复杂, 如果顶层电路

采用 Xilinx ECS的电路图输入方式, 则设计的效率不

� 图 2 � 仿真结果的部分波形

� F ig . 2� Wavefo rm of simulation r esult

高,而且众多的信号线之间的连接容易出错, 而顶层电

路采用结构描述方式, 模块间类似的结构使得用

VHDL 语言描述显得十分简洁, 便于优化设计. 这里

采用结构描述方式, 把功能模块作为低层次的设计模

块,在构造体中用 COMPONENT 语句指明在该电路

中已经生成的功能模块, 用 PORT MAP 语句将生成

的功能模块的端口与所设计的各模块的端口联系起

来,并用 VHDL 语言描述出输入输出的 D锁存器,以

及它们与各模块之间的连接关系.

3 � 结果的分析与比较

本文采用 Xilinx 公司的 FPGA 器件,它们具有丰

富的锁存器资源,完全可以满足设计对锁存器的需求.

整个设计在 ISE6下编译完成, 使用 ModelSim 工具进

行功能仿真和时序仿真, 最后得到的时序仿真波形如

图 2所示.算得的平方根结果在 9个时钟周期后开始

输出,而且以后每个时钟输出一个运算结果.

输入被开方数 240( 11110000. 00000000) , 从仿真

波形可以看出,结果为15. 437 5( 1111. 0111) ,同样地,

输入被开方数 150. 289 1( 10010110. 01001010) ,得到

平方根为 12. 25( 1100. 0100) .

为了便于说明该算法的优点, 下面对它和其他算

法的性能进行比较, 并对它在不同的输入被开方位数

和不同的器件上实现的性能也进行了比较:

( 1) 在相同器件和相同精度的条件下, 对不同的

开平方算法的性能进行比较: 采用 Xilinx 公司的

Spartan II 系列的 XC2S150器件, 输入均为 16位的被

开方数,对本算法和参考文献[ 4]采用的逐次逼近算

法
[ 4]
(它属于 N ew ton�Raphson 算法) 的结果进行比

较,结果见表 1.

表 1� 不同算法性能比较

Tab. 1 � Compare of differ ent algo rit hm

算法类型 � �
占用 CLB

/%

需要的

时钟周期
精度

改进的不恢复余数算法 7 9 0. 0625

逐次逼近算法 10 31 0. 0625

本文的算法性能指标较好,在相同精度的条件下,
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占用资源比采用逐次逼近算法少了 3% , 完成一次平

方根运算需要的周期明显减少, 它只需要 9 个时钟周

期就可以输出第 1 个运算结果, 以后每个时钟输出 1

个运算结果.而逐次逼近算法由于需要反馈调整, 需要

31个时钟周期才可以完成 1次开平方运算.

( 2) 在不同的输入被开方位数和不同的器件上实

现的条件下,对该算法的性能进行比较,它们的综合结

果见表 2.

表 2 � 改进的不恢复余数开平方算法性能指标

� � Tab. 2 � Perfo rmance of rev ised non�resto ring squar e

roo t alg or ithm

项目/指标

Spar tan II XC2S150

占用

CLB/%

最高频率

/ MH z

V irt ex2 XC2V500

占用

CLB/ %

最高频率

/ MH z

被开方位数 8 位 2 143 1 268

被开方位数 16 位 7 134 4 252

从表 2可以看出,在相同器件的条件下, 随着被开

方位数的增加, 占用的资源增加了,这主要是由于为了

提高速率,使用了流水线设计,增加了许多锁存器的缘

故,但在同等条件下与参考文献 [ 4]所采用的算法比

较,所占用资源仍然较少. 最高频率虽然有所下降, 但

电路处理的被开方位数却增加了一倍, 相对而言, 最高

频率下降幅度并不大, 分别为 6. 2%和 6. 0% .以被开

方位数为 16且使用 Spar tan II的情况为例,流水线的

设计使电路每秒可以获得 134 M 个运算结果, 可以满

足大部分实时系统的要求.同许多算法一样, 要使处理

被开方数的位数增多或精度更好, 一般要以较多的资

源和较慢的处理速度为代价.根据设计电路的特点可

以看出,被开方数每增加 2位,输入输出的锁存器数量

增加了一倍,模块内的加法器等资源也相应增加了,输

出延时增加了一个时钟周期. 假设被开方数为 2N 位,

平方根为 N 位,我们可以得出第 1个结果的输出延迟

为 N + 1个时钟周期( N 为大于 0的偶数) .

在被开方位数相同的条件下, 以被开方位数均为

8的情况为例,在 Spar tan II系列的 XC2S150器件上,

CLB占用 2% , 最高频率为 143 MHz; 在 Virtex2 的

XC2V500器件上, CLB 占用 1% , 最高频率为 268

MHz. 后者占用的资源减少了, 而最高频率却提高了

近两倍, 处理数据的速度显然更快, 被开方位数为 16

的情况与此类似. Virtex2系列和 Spartan II系列结构

相同,但是前者比后者有更大的容量和更高的性能.随

着 FPGA 产品的规模和速度不断提高,含有大量开平

方运算的系统在单芯片上实现已经不再是梦想.

4 � 结 � 论

本文介绍了一种改进的不恢复余数的开平方算

法,并用 VHDL 语言在 Xilinx 公司的 FPGA 器件实

现了该算法,与其他算法比较, 它具有占用资源少, 处

理速度快的优点.随着 FPGA 产品的规模和速度不断

提高,可以很容易在单芯片上实现含有较多开平方运

算的系统.
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A Square Root Algorithm Based on FPGA

LIN Zhi�mou, LU Gui�zhu*

( Dept. of Electr onic Eng ineering , X iamen Univ . , Xiamen 361005, China)

Abstract: With the development of embedded real time sy stems, more and more application areas need hardware implementation o f

squar e roo t algo rithm. This paper introduced a r evised non�resto ring square ro ot alg or ithm, discussed it! s advant ages and implementa�
t ion way on FPGA . D ifferent circuit w as designed separ ately when radicand is 16 bits and 8 bits, respectiv ely . The exper iment show s

that the algo rithm int roduced here has many advantag es in terms on pract ical per formance, such as out put delay and speed. In the

mean time w ith the increasing o f the number of r adicand, the max imum f requency only decreased a few .
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